10 Vektoren, Matrizen und lineare Gleichungssysteme

In diesem Kapitel beschiftigen wir uns mit Vektoren und Matrizen sowie mit der Lo-
sung von linearen Gleichungssystemen. Entwickelt wurde die Vektor- und Matrizen-
rechnung durch

Wissenschaftler 12:
Hermann Giinther GRASSMANN, deutscher Mathematiker
(15.04.1809 Stettin - 26.09.1877 Stettin)

"Vektorrechnung “ (1844)

Wissenschaftler 13:
James Joseph SYLVESTER, britischer Mathematiker
(03.09.1814 London - 15.03.1897 London)

~Matrizen* (1850)

10.1 Vektor

Definition 10.1. (i) Ein Vekfor des R" ist eine Zusammenfassung von n reellen Zah-
len, durch Klammerung angedeutet und gegebenenfalls durch Kommata getrennt.

(i) Die n Zahlen heillen die Komponenten des Vektors. 21

21 Der Begriff Vektor wurde nahezu zeitgleich 1844 durch Hermann Giinter GRASSMANN (1809-1877)
und William Rowan HAMILTON (1805-1865) eingefiihrt.
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Konvention

. Sofern nichts anderes gesagt wird, schreiben wir Vektoren stets als Spaltenvektor:

a
a=|:
a
10.2 Addition von Vektoren
Definition 10.2. Seien
aq bl
a= und b =
ap b,

zwei Vektoren des R”. Dann gilt fiir die Addition der Vektoren:

Cl1+b1

Q!
+
S
Il

a, + b,

10.3 Rechenregeln fiir die Addition von Vektoren

Satz 10.3. Seien @,b,é € R". Dann gilt:

(i) Die Summe zweier Vektoren ist wieder ein Vektor. (Abgeschlossenheit)
(ii) @+b)+2=a+ B+ (Assoziativitiit)
(iii) Es gibt einen Vektor 6 so daf3 d + 6=a (Existenz des neutralen Elementes)
(iv) Zu jedem Vektor @ existiert ein Vektor 7, so da d + 7 = 0 (Existenz des inversen Elementes)
(v) d+b=b+a (Kommutativitiit)
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10.4 Skalare Multiplikation

Definition 10.4.

ai
Seiend = [ : | € R” ein Vektor und sei A € R ein Skalar.??

Qn

Dann definieren wir die skalare Multiplikation:

a) /l«al

10.4.1 Multiplikation ungleich Produkt

Skalare Multiplikation

. Diese Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar

nennt man skalare Multiplikation.

Multiplikation + Produkt

ACHTUNG: Das Wort ,, Produkt* sollte in diesem Zusammenhang nicht verwendet

werden, da sonst Konflikte mit dem Begriff ,, Skalarprodukt“ (siehe 10.9) vorprogram-
miert sind.

22Der Begriff Skalar fiir eine reelle Zahl wurde 1844 durch William Rowan HAMILTON (1805-1865)
eingefiihrt.

107



10.5 Rechenregeln fiir die skalare Multiplikation

Satz 10.5. Seien a, l_;, ¢ € R" Vektoren und a, B € R Skalare. Dann gilt:

(i) Die Multiplikation eines Vektors mit einem Skalar ist wieder ein Vektor.  (Abge-
schlossenheit)

(ii) 1-d=a (Multiplikativitdit)

(iii) (@-P)-d=a-(B-ad) (Assoziativitdt)

QU

(iv) (@+P)-d=a-d+B- (Distributivitit bzgl. Skalar)

S

(v) a-(@+ l;) =a-d+a- (Distributivitdit bzgl. Vektor)

10.6 Ubung

Beispiel 10.6. Gegeben seien die Vektoren

Berechnen Sie
Q) a+b

(i) @+¢

(iii) ¢+d

(iv) 2-a

) —m- b

b

N L2 1
(vi) 1-da+4-

Losung (i)
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Losung (ii)

FEHLER !

Die Komponentenanzahl beider Vektoren muf3 iibereinstimmen !

a + Cist nicht definiert !

Losung (iii)

Losung (iv)

Losung (v)

Losung (vi)

=
(S8
+

=
S

1
& 3-@+b)=
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10.7 Transponierter Vektor

Definition 10.7. Sei

ai
a= € R" ein Vektor.
an
Dann heift
ar = (al, ... ,an> der zu & transponierte Vektor.

10.8 Doppelte Transposition

Satz 10.8. Sei d € R" ein Vektor. Dann gilt:

@nt=a
10.9 Skalarprodukt
Definition 10.9. Seien
a b 1
d= und b =1| :
an bﬂ
zwei Vektoren des R”.
Dann heif3t
by n
ar I;Z(al, ,a,,) ZZCI, bj=a-by+...+a, b,
bn i=1
das Skalarprodukt von & und b3
Zeile zuerst, Spalte spiiter
Im Skalarprodukt
a-b

mulf der erste Vektor immer ein Zeilenvektor und der zweite Vektor ein Spaltenvektor
sein. Merkregel: Zeile zuerst, Spalte spiter.

23 Der Begriff Skalarprodukt wurde 1878 durch William Kingdon CLIFFORD (1845-1879) eingefiihrt.
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. Warum, das kann an dieser Stelle nicht ndher begriindet werden. Es sei hier nur

angemerkt, dal die Mathematik eine hierarchisch organisierte Wissenschaft ist und
sich die Theorie der Vektoren der hoheren Theorie der Matrizen unterordnen muB.
Dies ist aber nur moglich (wie wir noch sehen werden), wenn das Skalarprodukt wie
oben definiert wird.

10.10 Linge eines Vektors

Definition 10.10. Sei
a

[
Il

an

ein Vektor des R". Dann heif3t

i=1

die (euklidische) Linge des Vektors.

. Andere Bezeichnungen: Norm des Vektors, >* Betrag des Vektors
. Bemerkung: Bei Vektoren hat sich fiir den Betrag der ,,Doppelstrich eingebiirgert.

Hierfiir gibt es gute mathematische Griinde (sog. ,,Norm-eigenschaften®), die wir hier
nicht besprechen konnen. Insbesondere fiir die Klausur wird - sollte es vorkommen -

aber auch der ,einfache Betragsstrich* akzeptiert.

10.11 Satz iiber das Skalarprodukt

Satz 10.11. Seien d, b zwei Vektoren des R". Dann gilt:

S
@ -b=11al-|bll-cos(d b)

. Die obige Formel kann man nun dquivalent umformen zu

ST 7

a -b

cos(a, b) = _—
S

hall-1all

Einverstanden ?

24Der Begriff Norm geht auf Erhard SCHMIDT (1876-1959) zuriick, der ihn 1908 erstmalig verwendet
hat.
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Die obige Formel kann man nun dquivalent umformen zu

S al - b
cos(d, b) = —Aa =
Hall-1all

FEHLER !
Einverstanden ? NEIN !

10.12 Winkel zwischen Vektoren

Satz 10.12. Seien d, b zwei Vektoren des R". Dann gilt:

-

a b

COS(ﬁsg)zﬁ
Nai-1oll

falls @#Oundb # 0
Bitte denken Sie daran, dass Sie nicht durch Null dividieren diirfen !

10.12.1 Beispiel

Beispiel

Berechnen Sie den Winkel zwischen

o o) {)

| 4711
(iv) 10], g
812
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b/s 4
(V) {ze]’[ _l ]
-1) \4n - 2e

w (0.

Losung (i)
0
g 0)'(1) 0 .
cos(a/):ﬁ:ﬁzo = a=90
o)l 16
Losung (ii)
1
(1 0).(1) | -
cos(a) = N . ! _1.\5 = a=
0 1
Losung (iii)
4
(1 2 3)-|5
cos(a) = 0 = 32 = a=12,933°
I Al Via- V7T -
2 5
3 6
Losung (iv)

Das Skalarprodukt (im Zihler) ist aufgrund der unterschiedlichen
Komponentenanzahlen nicht definiert.

113



Losung (v)

cos(a) = =— = a=90°

T 4
2e || - -1
-1 4 —2e

__O©) o
[OF- e -

FEHLER !

Losung (vi)

os(a)

10.13 Orthogonaliéit

Definition 10.13. Seien da, b € R". Dann definiert man, auch wenn der Nullvektor

beteiligt ist (obwohl man dann die Formel nicht verwenden kann) :

Ist das Skalarprodukt zweier Vektoren gleich Null, so sind die beiden Vektoren

orthogonal 25 zueinander, also

. Damit ist auch der Fall (vi) von oben mit 90° zu beantworten.

25orthogonal bedeutet ,,rechtwinklig® oder ,,senkrecht”. Es stammt aus dem Griechischen ,,orthos* =
recht-“ und ,,gonia“ = ,,Winkel*.
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10.13.1 Vorgehensweise bei der Winkelberechnung

Start

Eingabe der
Vektoren
a, b eR”
12
‘ Berechne a’ b ‘

!

Ja a, b orthogonal,
d. h. ¢ = 90°

Nein

Berechne
Winkel:
i
cos @ = m
¥
Ausgabe des /
Winkels ¢ /

Abbildung 45: Ablauf einer Winkelberechnung zwischen Vektoren

10.13.2 Andere Fragestellung

Wenden wir uns nun einer ganz anderen Fragestellung zu:

10.13.3 Lage von Geraden in einer Ebene und im Raum

Welche Lage konnen zwei Geraden zueinander haben?
. Geraden in der Ebene

e parallel Keine gemeinsamen Punkte
e schneidend Genau einen gemeinsamen Punkt
e kongruent Unendlich viele gemeinsame Punkte
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. Geraden im dreidimensionalen Raum

e parallel Keine gemeinsamen Punkte
e windschief Keine gemeinsamen Punkte
e schneidend Genau einen gemeinsamen Punkt
e kongruent Unendlich viele gemeinsame Punkte

10.13.4 Folgerungen fiir lineare Gleichungssysteme

Der Grund dieser Frage ist, dass sich fiir die Losungsmenge von linearen Gleichungs-
systemen genau dieselben Ergebnisse ergeben:

Keine Losung, genau eine Losung oder unendlich viele Losungen.

Merke:

Es gibt NIEMALS die Situation, dass sich zwei Geraden in der Ebene in GENAU
ZWEI PUNKTEN schneiden. In dieser Situation muss es dann bereits unendlich viele
»Schnittpunkte* geben.

Dies ist in anderen geometrischen Situationen vollig unterschiedlich:

Zwei Geraden auf der Kugel konnen sich sehr wohl in genau zwei Punkten schneiden:
Grosskreise haben diese Eigenschaft.

Daher ist es notwendig, lineare Gleichungssysteme genauer zu betrachten. Sie werden
gleich feststellen, dass gilt:

Kleine Ursache - grosse Wirkung!

10.13.5 Regeln fiir lineare Gleichungssysteme

Wir iiberlegen uns zunéchst, welche Regeln fiir das Losen von Gleichungssystemen
zuldssig sind:
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10.14 Erlaubte Transformationen

Satz 10.14. Die Losungsmenge eines Systems linearer Gleichungen wird nicht verdn-
dert durch folgende erlaubten Transformationen:

(i) Vertauschen zweier Zeilen.

(ii) Multiplikation einer (beliebigen) Zeile mit einem Skalar A # 0.

(iii) Addition bzw. Subtraktion (des Vielfachen) einer Zeile zu bzw. von einer (beliebi-
gen) anderen Zeile.

Carl Friedrich GAUSS (1777 - 1855)

10.14.1 Regeln fiir lineare Gleichungssysteme

Diese Regeln wenden wir nun auf die folgenden drei Gleichungssysteme an.

Dazu iiberlegen wir uns folgende Strategie:

Wir eliminieren in der zweiten und in der dritten Zeile die Variable x durch geeignete

Anwendung der Regel 3) und anschliefend in der dritten Zeile noch die Variable y.

Dann erhalten wir die Losung - sofern vorhanden - durch Auflésen von unten nach
oben.
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10.15 Drei Gleichungssysteme

Drei Gleichungssysteme

Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1
4x+5y+ 6z= 2 II—-4] 4x+5y+ 6z= 2 II-4] 4x+5y+ 6z= 2 II-4]
Tx+8y+10z= 3 Tx+8y+ 9z= 3 Tx+8y+ 9z= 4
Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1

-3y— 6z=-2 -3y— 6z=-2 -3y—- 6z=-2

Tx+8y+10z= 3 IHI-TI Tx+8y+ 9z= 3 III-T71 Tx+8y+ 92= 4 II-7I

Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1
—-3y— 6z=-2 -3y- 6z=-2 -3y— 6z=-2
—6y—1lz=—4 II-211 —6y—12z=—-4 III-211 —6y—12z=-3 III-2II
Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1 Ix+2y+ 3z= 1
—-3y— 6z=-2 -3y— 6z=-2 -3y— 6z=-2
1z= 0 0z= 0 0z= 1 4
genau eine Losung: unendlich viele keine Losung
x,y,2)7 = Losungen
12\
-2.5:0
3’3

10.15.1 Analyse der Resultate

Woran erkennt man die unterschiedlichen Losungsmengen in den vorgenannten Glei-
chungssystemen?

Nachdem man die Gleichungssysteme auf diese Staffelform gebracht hat, ist alles je-
weils in der letzten Zeile ablesbar.

Im linken Fall lautet diese 1z = 0, woraus alles andere durch Riickwértsauflosen folgt.

Im mittleren Beispiel lautet die letzte Zeile Oz = 0, womit wir weniger ,,sinnvolle*
Zeilen als Variable haben. Somit darf eine Variable (z. B. z) beliebig gewihlt werden,

Damit sieht man sofort, dass es unendlich viele Losungen gibt.
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Rechts lautet die letzte Zeile 0 = 1, was offensichtlich fiir keinen Vektor (x,y, 27
moglich ist.

10.15.2 Umformung eines Gleichungssystems 1

Wir erkennen, dass wir viel ,,Ballast* bei der Losung dieser Gleichungssysteme bewegt
haben, denn die Variablen x, y, z stehen immer an der gleichen Stelle - wir rechnen nur
in den Koeffizienten Variablen und der rechten Seite.

Daher formen wir nun das linke Gleichungssystem um.

Die erste Zeile von

Ix+2y+ 3z=1
4x+5y+ 6z=2
Tx+8y+10z=3

lasst sich als Skalarprodukt schreiben:

X
Ix+2y+3z=1 & (1,2,3)~[y]=1
Z

10.15.3 Umformung eines Gleichungssystems 2

Dies gilt analog fiir die anderen Zeilen des Gleichungssystems und wir erhalten:

X
Ix+2y+ 3z=1 & (1,2, 3)-|y|=1
Z
X
dx+5y+ 6z=2 & (4,5, 6)-|y|=2
Z
X
Tx+8y+10z=3  (7,8,10)-|y|=3
Z
X
Nun klammern wir den gemeinsamen Vektor | y | aus und erhalten:
z
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10.15.4 Umformung eines Gleichungssystems 3

1_X'+2y+ 3Z:1 (1,2’ 3) X 1
4x+5y+ 6z=2 S {(4, 5, 6)] . {y] = [2]
Z

Tx+8y+10z=3 (7,8,10) 3

(7,8,10)

zeilenweise gelesen wird und dass es sich bei der oben notierten Multiplikation um
Skalarprodukte handelt.

(1,2, 3)
Beachten Sie bitte, dass der ,,Supervektor* [(4, 5, 6)

Daher kénnen wir in dem ,,Supervektor* die inneren Klammern und Kommata weglas-
sen und erhalten:

10.15.5 Umformung eines Gleichungssystems 4

1x+2y+ 3Z=1 (1 2 3)
4x+5y+ 6z=2 e [(4,5, 6)]'[

Tx+8y+10z=3

Dieses Objekt erhilt nun einen eigenen Namen.
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10.16 Matrix

Definition 10.16. (i) Einrechteckiges Rechenschema der folgenden Form heif3t Ma-

trix: 26
ai an /AT
A a axp azn
aml Am2 .. Amn

(i1) m heift die Zeilenzahl, n die Spaltenzahl dieser Matrix.
(iii) Die a;; heiBen Elemente der Matrix.

(iv) mund n geben die Ordnung der Matrix an:

A ist eine (m x n) - Matrix.

10.17 Matrix mal Vektor

Definition 10.17. Sind die (m x n) - Matrix

ap agz ... dn X1
as az c.e. Qop X2 "

A=| . . . | und der Vektor ¥=| . |e R
ami Am2  --- QAmn Xn

gegeben, so ist die Multiplikation A - ¥ definiert durch:

n
Sa 1jX; « Skalarprodukt der 1. Zeile von A mit dem Vektor ¥
J=1

n
ng amjXj | Skalarprodukt der m-ten Zeile von A mit dem Vektor ¥

261m Jahr 1841 verwendete Arthur CAYLEY (1821-1895) den Begriff ,,Matrix“ erstmalig im Zusammen-
hang mit der Notation von Gleichungssystemen. Matrizen im Sinne dieser Definition wurden 1850 von James
Joseph SYLVESTER (1814-1897) eingefiihrt.
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10.18 Ubung

Ubung ,,Matrix mal Vektor*

Berechnen Sie folgende Multiplikationen:

2 1)\ [1 (1 =1 =2\ (2
o o) an i % )
1 0 0) (5
(iv) [o 1 0]{7]
00 1)\9

Losung (i)
2 1\ (1) _ (4
3 0/°\2) " \3
Losung (ii)
T
(2 1 3)- 1 =(27r+4)=27r+4
1
Losung (iii)

1 0 313

B I

Wie Sie sehen, probiere ich auch jetzt wieder, Sie reinzulegen.
Sie sollten in der Zwischenzeit gemerkt haben, dass ich dies immer wieder versuche.

20

Diese Matrix heif3t ,, Einheitsmatrix“. Sie wird mit I bezeichnet.

Losung (iv)
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10.19 Addition von Matrizen

Definition 10.19. Sind die beiden (m x n) - Matrizen

an apn ... Ay bll b12 bln

any ann N/ 1) b21 b22 e bzn
A=]| . . . |und B =

aml Am2  --- Qmn bui bwo ... by

gegeben, so ist die Addition der beiden Matrizen A + B definiert durch:

ar +b11 a12+b12 ... Qg +b1n

apy + b21 an + b22 ce. Aoyt bzn
A+B=

am + bml am + me cee Ot bmn

Zwei Matrizen A = (ajx)m,» und B = (bix)m,» werden elementweise addiert.

Matrixaddition

Es ist nur moglich, Matrizen mit gleicher Ordnung zu addieren.

10.20 Rechenregeln fiir Matrix-Addition

Satz 10.20. Seien A, B und C Matrizen der Ordnung (m x n). Dann gilt:

(i) Die Summe zweier Matrizen ist eine Matrix. (Abgeschlossenheit)
(ii) A+B)+C=A+(B+0C) (Assoziativitdit)
(iii) A+B=B+A (Kommutativitdit)
(iv) Es gibt eine Matrix O (Nullmatrix), sodass A+0=A (Existenz des neutralen Elementes)
(v) Zu zwei Matrizen A und B existiert eine Matrix Z, so dass A +Z = B (Existenz des inversen
Elementes)
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10.21 ,,Skalar mal Matrix*¢

ap ap ... QA
o . . a21 a22 ttt azn . . . .
Definition 10.21. Sei A =| . . . | eine Matrix und sei A € R ein Skalar.
am] Am2 oo Amp

Dann definieren wir die Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar:

ar arn ... Adp /l'an /l'dlz /l-aln

anq an oo Ayp A anq A a oo A Ay
A-A=a-| 0 . o=

Aul A2 .. Qun Aam A-amw ... A-aum

Die Multiplikationen einer Matrix mit einem Skalar ist die Matrix der mit dem Skalar
multiplizierten Elemente.

10.22 Matrix-Produkt

Definition 10.22. Sind die Matrix

a dpp ... dig by by ... b,

ay axp ... da ) ' by1 by ... by,
A=| . . .| und die Matrix B = ]

Anl Am2 ... Qps bg] b‘yz e bsn

gegeben, so ist das Produkt der beiden Matrizen A - B definiert durch:

S

CZA'BZ(Zaij'bjk)i:I ..... m

j=1 k=1,...,n

. Die Matrix C umfasst also sdmtliche Skalarprodukte aus den ZEILEN von A und
den SPALTEN von B.

. Die Matrix C besitzt die Ordnung (m x n).

Matrix-Produkt

Es ist nur moglich, Matrizen mit passender Ordnung miteinander zu multiplizieren.
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Matrix-Produkt

Das Matrixprodukt ist nur definiert, wenn die Spaltenzahl von A gleich der Zeilenzahl
von B ist !

10.23 Ubung Matrixprodukt

Ubung - Matrixprodukt

Berechnen Sie folgende Matrixprodukte:

o1 2 | 1 2\ [0 -1
() (; § _é).[o 0 1] i (1 2 1)~[1] (iv) (1 1)'(—1 2)

1 -1 -1 -1

T ENTETE

Losung (i)

Betrachten wir zunéchst die Ordnungen der Matrizen: (2 x 3)- (3 x3) = (2 x 3)

Losung (ii)

Betrachten wir zunéchst die Ordnungen der Matrizen: (1 x 3)- (3 x 1) = (1 x 1)

w2 1f-p-2
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Losung (iii)

Betrachten wir zunéchst die Ordnungen der Matrizen: 3 x 1)- (1 x3) = (3 x 3)
——

(ool 1

Vergleichen Sie die beiden Resultate von (ii) und (iii), so sehen Sie:

A-B # B-A

Losung (iv)
Betrachten wir zunichst die Ordnungen der Matrizen: (2 x 2)- (2 x2) = (2 x2)
——

(e X e B el

Losung (v)

Betrachten wir zunichst die Ordnungen der Matrizen: (2 x 2)- (2 x2) = (2 x2)
——

S e R Y

Vergleichen Sie die beiden Resultate von (iv) und (v), so sehen Sie wieder:

A-B # B-A

10.24 Rechenregeln fiir das Matrixprodukt

Satz 10.24. Seien A, B und C Matrizen und sei a € R. Dann gilt:

(i) Das Produkt zweier (passender) Matrizen ist eine Matrix. (Abgeschlossenheit)
(ii) (A-B)-C=A-(B-C) (Assoziativitdt)
(iii) A-(B+C)=A-B+A-C (Distributivitcit I)
(iv) A+B)-C=A-C+B-C (Distributivitdit II)

(v) a-(A-B)y=(a-A)-B=A-(a-B)
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Nichtkommutativitit des Matrixproduktes
Das Matrixprodukt ist in der Regel NICHT kommutativ:

10.25 Beispiele fiir spezielle Matrizen

Beispiele fiir spezielle Matrizen

1 2 3 L4
() IstA = , soist AT =[2 5] die transponierte Matrix.
4 5 6
3 6
1 2 3
(ii) A=|4 5 6]isteine quadratische Matrix.
7 8 9
1 2 3
(iii) A =12 4 5|isteine symmetrische Matrix.
3 56

Beispiele fiir spezielle Matrizen

1 2 3
(iv) A= {0 5 6] ist eine obere Dreiecksmatrix.
0

0 9
1
61, so ist 5
9

0

(vi) A = 2 ist eine Diagonalmatrix.

W

die Hauptdiagonale.

[o BNV, N \O]
\O

1
v) IstA=|4
7
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10.26 Anwendungen der Matrizenrechnung

Satz 10.26. Betrachten wir nochmals die Gleichungssysteme aus 10.15.

Wir schreiben diese nun dquivalent um in Matrixgleichungen:

Ix+2y+ 3z=1 Ix+2y+3z=1 Ix+2y+3z=1
4x+5y+ 6z=2 4x+5y+6z2=2 4x+5y+6z2=2
Tx+8y+10z=3 Tx+8y+9z=3 Tx+8y+9z=4
()’ ¢ )
1 2 3\ (x 1 12 3\(x 1 12 3\(x 1
45 6y:2] 456y]:2 4 5 6lly|=]2
7 8 10)\z 3 7 8 9)\z 3 7 8 9)\z 4
(’ g (
1 2 3\ (x 1 1 2 3\ (x 1 1 2 3\ (x 1
0 0 1)\z 0 0 0 0J\z 0 0 0 0J\z 1
() ¢ ¢
genau eine Losung: unendlich viele keine Losung
(x,y,2)" = Lésungen

12\
-3 50
SO

10.26.1 Lodsungsabhéingigkeit

Die Losungsmengen der drei Gleichungssysteme wird nun durch eine Grofe determi-
niert, die unmittelbar von der Koeffizientenmatrix des jeweiligen Gleichungssystems
abhingt.

10.27 Rang einer Matrix

Satz 10.27. Sei A eine (m x n) - Matrix.

Dann bezeichnen wir mit Rang der Matrix A die Anzahl der NICHT-NULLZEILEN der
Matrix A, nachdem die Matrix A auf obere Dreiecksgestalt transformiert wurde. >’

2TDer Begriff Rang stammt von Ferdinand Georg FROBENIUS (1849-1917), der ihn 1879 erstmals ver-
wendete.
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10.28 Rang einer Matrix
Satz 10.28. Sei A eine (m x n) - Matrix. Dann gilt stets:

Rg(A) < min(m,n)

10.29 Voller Rang, Maximalrang
Definition 10.29. Sei A eine (m x n) - Matrix. Falls

Rg(A) = min(m, n)

so definieren wir dies als:

A hat vollen Rang  bzw. A hat maximalen Rang

10.30 Ubung zur Rangbestimmung

Ubung zur Rangbestimmung

Bestimmen Sie den Rang der Matrizen aus 10.26, also von

1 2 3 1 2 3
4 5 6| und 4 5 6].
7 8 10 7 8 9

Dazu fiithren wir die aus 10.15 bekannten Umformungen durch.

1 2 3 1 2 3

4 5 6 11 - 41 4 5 6 11 - 41
7 8 10 7 8 9

1 2 3 1 2 3

0 -3 -6 0 -3 -6

7 8 10 1 -1 7 8 9 1 -171I
1 2 3 1 2 3

0 -3 -6 0 -3 -6

0 -6 -—11 11 =211 0 -6 -12 111 =211
1 2 3 1 2 3

0 -3 -6 0 -3 -6

0o 0 1 o 0 0
= Rang =3 = Rang=2
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10.31 Erweiterte Matrix

Definition 10.31. Sei A eine (m x n) - Matrix und b € R". Dann bezeichnen wir mit

(A 5) die (m x (n+ 1))-Matrix, deren erste n Spalten diejenigen der Matrix A sind und
deren letzte Spalte der Vektor b ist. (A 5) heiflt die erweiterte Matrix.

10.32 Anwendungen auf unsere Gleichungssysteme

Anwendungen auf unsere Gleichungssysteme
Betrachten wir nochmals die Gleichungssysteme aus 10.15.

Wir schreiben diese nun dquivalent um

Ix+2y+ 3z=1 Ix+2y+3z=1 Ix+2y+3z=1
4x+5y+ 6z=2 4x+5y+6z=2 4x+5y+6z=2
Tx+8y+10z=3 Tx+8y+9z=3 Tx+8y+9z=4
() g ¢
1 2 3\ (x 1 1 2 3)\(x 1 1 2 3\(x 1
4 5 6lly|=|2 4 5 6flyl=]2 4 5 6llyl=]2
7 8 10)\z 3 7 8 9)\z 3 7 8 9)\z 4
() g ¢
1 2 301 1 2 31 1 2 3|1
[4 5 6 2] [4 5 6 2] [4 5 6 2]
7 8 103 7 8 913 7 8 9|4
¢ ¢ ¢
1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
[0 -3 -6 —2] [0 -3 -6 -2 {O -3 -6 —2]
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
() g g
genau eine Losung: unendlich viele keine Losung
(y,2)" = Losungen
12, !
3’3’
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10.33 Rang der erweiterten Matrix

Rang der erweiterten Matrix
Wir werfen noch einmal einen Blick auf die letzten Matrixsysteme

und bestimmen den Rang der erweiterten Matrizen:

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
0 -3 -6|-2 0 -3 -6|-2 0 -3 -6|-2
0 O 1 0 0O 0 O 0 0O 0 O 1
Rg(A|b) =3 Rg(A|b)=2 Rg(A|b) =3
=Rg(A)=3 =Rg(A)=2 #Rg(A)=2
() g )
genau eine Losung: unendlich viele Losungen keine Losung
ro(-L2)
(xy.2) = ( 330

Damit erhalten wir:

10.34 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Satz 10.34. .

Ax=b
unlosbar 16sbar
Rg(A) #Rg(A | b) Rg(A)=Rg(A | b)
eindeutig losbar mehrdeutig losbar
Rg(A)=Rg(A | b) Rg(A)=Rg(A | b)
und und
A hat vollen Rang A hat NICHT vollen Rang

Abbildung 46: Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen
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10.35 Losbarkeit von linearen Gleichungssystemen

Satz 10.35. Sei A eine (m x n) - Matrix und b eR".

(i) Das Gleichungssystem AX = b ist genau dann losbar, wenn

Rg(A) = Rg(A | b).

(ii) Das Gleichungssystem AX = b ist genau dann eindeutig losbar, wenn

Rg(A) = Rg(A1b)

und zusdtzlich der

Rang von A maximal

ist.
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Das war’s !!!
Das war’s !!!

Schlufs

Hier endet der klausurrelevante Stoff. Schade, denn Mathe macht Spafs !

Fiir die anstehenden Priifungen wiinsche ich Ihnen viel Erfolg !
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